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Notations $ 
+ Pournentier > 1,onnoteN, l'ensemble {1,2,..,#t}. 


4, {R) (resp. #,.n(C) ) désigne l'espace vectoriel des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients 
dans R (resp. €). 


e Sin ponécrit #, (K) au lieu de .#,,,(K) (K = R ou C). 


e Si A=(a,) € #, P(C), ‘A désigne selon l'usage la matrice transposée de A, et [AI la matrice de 
coefficient générique |[a, al 


« Si A E.#, (C), onnoteP, = det (XI, — A) le polynôme caractéristique de A. 


À 0 
e La matrice ions | # À sera notée diag {A;,me, À). 


Convention : ’ 


On identifie CP à .#,,, (C), et pour À & #,, (Ch, et x € CP, {Ax), désigne le ième coefficient de la 
matrice unicolonne Ax. 


Définitions : 


On écrit: A < B {resp. A < B}siet seulement si: 
VD EN XN,, 4, < b:; (resp. v(J ph eN, XN,, ä,. i< bi;}. 


(2). A est dite positive lorsque [0] < A, Le. : 
VID ENXN,, 4,2 0. 


À est dite strictement positive lorsque [0] < A, ie. : 
V(LHEN,XN,, &,; > 0. 


(3). Soit A € #, (C). Si PA(X) = FT OX — À} (ice. les valeurs propres, non nécessairement distinctes, de À 


is 


sont À, …, À), le réel positif p (A) = Max |à,| est appelé rayon spectral de A. 
de Na 


Préliminaires 


1. Soient (A, A") € #,,, (€) X Min(Ch BEA (C) et x € €”. 
Vérifier les assertions suivantes : 
in JA + A < lA[ + [A', IAB] < JA IB!. 
ü. JAxd < {Aftxl et, de plus, si 0 < À, 0 & x et x # 0, alors: Ax > 0. 


ji, Si O0 < A et DO < x, l'égalité Ax = 0 implique À = 0. 


. & Soient zet z’ des complexes tels que !z + z'{ = [zl + |[z’|, avec z # 0. Montrer que: 
1a€R,,z * az, 
ü. En déduire que si z,, …, 2, sont # nombres complexes {n > 2)tels que 12, + … +2,1w12.i+ … +12,i, 
alors : 
380€&€R, VkEN,, set]: 


iü. On suppose que À & #, (R), avec O0 < A. 
Soit x € C". Montrer que: 


lAxl= Alx)l = 18€R x=eitix. 


. Soit F &.#, (C). On pose A = |F}. Montrer que s’il existe x € R', avec 0 < x, tel que Ax = Fx, alors 
onaÂ EF, 


. Une norme || À sur.#, (C) est dite sous-multipiicative si : 
V(A,B)e.#,(C) x.#,(C},  I|ABI < JAÏËB]. 


x) 
On munit C” de la norme: x = |: | +. fx] = sup ix;l. 
x ÎEN 


#3 f 


justifier brièvement que l'application : 


Ü (:.4#,(C) — R, définie par AL. = sup LAS est une norme sur #, (€). 


«so Dxl 
ii. Onpose: A =(4a,,) Vérifier que: 
IAÏ = sup [2 CIE 


iEN, \j=t 


ii. Montrer que la norme || À. sur.#,, {C) est sous-multiplicative. 


Il 
Étude du rayon spectral d'une matrice A & .#, (C) 
Dans toute la suite du problème. on munit.#, (C} d'une norme sous-multiplicative # {| 


. Soith € C une valeur propre d'une matrice À €. #, {C} 
il. Montrer qu'il existe une matrice X & .#,, (C), non nulle, telle que AX = À X. 


ü. En déduire que p {A) < | AÏ. 


. Soit S une matrice inversible de M, (TC) et A E.#, (EC) 
i Comparer p {A) et p{S”! AS) 
ä. Montrer que, pour tout k & N*,ona p{Af) = [p(A)l, èten déduire que p {A} < IASEE 


äi. Montrer que Fapplication N:X— {S-'X S { est encore une norme sous-muitiplicative sur .#, (C). 


3. Soite > 0. On considère une matrice À de #, (C) et T = (1, une matrice triangulaire semblable à A. 
i Calculer la matrice A7! TA, avec À » diag(1, d, …, d"”!) où d > 0. 
ü. En déduire l'existence d'une norme sous-multiplicative N sur .#, (C) telle que : 
N (A) & p(A)+e. 
4. Soit AE #, (C). 


i, On suppose p (A) < 1. Montrerque lim A“: 0. 


kr + © 
ä. Trouver une matrice À € #, (C) telle que p (A) = 1'et que la suite {AË), «ne ne soit pas bornée. 


ü, Montrerque p(A}= lim LAUÉ. Pour cela, € > O étant fixé, on considérera a matrice 


£— +de 


1 sé : 
A, sA)te A, etonutilisera IE.4.. 


5, Soit (A, B) € #, (C) x .#, (C) tel que JAt< B. 
i Montrer que, pour tout & € N* ona: [Aë] & [AÏ* & B° : 


ii. En déduire que p (A) < p(lAi) < p(B}). 


Propriétés des matrices carrées réelles positives 
Soit A € Æ, (R} positive (A > O ou Vi, j}, a, > O). 


1. On suppose, dans cette question TIL.1 seulement, que la matrice À vérifie : 


ñ 
35EeR,, VieN,, T 4,*s. 
frl 


Montrer que s est une valeur propre de À et que : 
p{A}=s= |A. 


2. Onpose a = inf | Ÿ a.) et B = sup FR a.) = A. 


IEN,\i=i iEN | 


i Trouver une matrice B = (b, ) de. #, (R) telle que :0 < B < Aetque:VieN,, » bi, &. 


ii 


ii, En déduire l'encadrement : a < p(A) < 8. 


*: 
3. Soit x = : | un élément de R' tel que O < x. 
À, 
On pose D, = diag(x,, …,x,}. 
Calculer la matrice D! A D, et en déduire l'encadrement : 


inf (Ax) £< p{A}) < sup (Az 
isn, Xi ieN, À 


“” 


QT 


4. Soit x = ù | un élément de R" tel que O < x, et r un réel positif eur sl. 


> 


Xn 


ii Montrer quesi Ax = rx alors p(A) « r. 
il. Comparer p (A) et p (A} et en déduire que si tx A = rx. alors piAi=r. 


x 
Soit x = k né de que 0 < x, 
x 
On désigne par a et B deux réels positifs ou nuls. 
ii Montrer ies implications : 
ax & Ax(resp. < Ar) + q < p(A) (resp. < p(A}). 
Ax < fix (resp, < Bx) => p(A) < B (resp. < B). 
ii En déduire les implications : 
ax € 'XA (resp. < ‘xA) => à < p(A) (resp. < p{A)). 
A € Pix (resp. < Pix) => p(A) < B (resp. < B). 


IV 


Étude des matrices carrées réelles strictement positives 


thin, > 0) 
On suppose que À = (a; ;) est une matrice strictement positive du .#, (R) (A > 0, ou ” fi, j} 4, 


On pose r = p(A). 


ft 


- 1 Déduire de ce qui précède que 7 est effectivement valeur propre “4: A. et qu'il s'agit #: 


: Onfixe » > 0, vecteur directeur de Ker (rl, — A). Montrer qu'il ex:°°# N unique vecteur # 


Vérifier quel'ona r > 0. 


Y: 


+ Soit y = (| udéne orne 0 <yet y#0. 


da 


On suppose que ry < Ay. 


. < Avest 
1. On POSE V = Ay et z = Ay — ry. Vérifier que v > 0 et mestrer que la relatwsf} 7V 
impossible, 


ä. En déduire que : y = AY. 


+ Soit + un vecteur propre {non nul associé à une valeur propre À de À vérifiant |AÏ = 7. 
prop ur prop 


1 Montrer que Aix] = rlx eten déduire que !x} > O0. 
i. Montrer qu'il existe 9 & R tel que x = e'}x}. 


Propre de À de module égal à r. 


". Montrer que le sous-espace propre Ker(rl, — A) associé à r ut ne droite vectorieif: 
un vecteur v > {. 


(Pour cela, on pourra raisonner par l'absurde en supposant dim #2 la — A) 3 2, 


3) LY nd Fée par 


1. "tel que : 


w> {; WA = riw; wv æ À 


V 


Étude des matrices carrées positives et irréductibles 


À. Soit A € .#, (R) une matrice positive (A > O0). 
Dans les questions 1. et 2. on suppose, en outre, que À satisfait à la condition suivante : 


r # p(A)} est l’ünique valeur propre de À de module égal à r, Ker{rl, — À) est une droite vectorielle 
engendrée par un vecteur y > 0. Pour chaque choix de v, il existe un unique vecteur w € R'" tel que : 


w > 0; twA = rw; lwy = 1, 


1. On pose L = y ‘w. 


il. 


Montrer que L est indépendante du choix de v, et que c’est un élément de .#, (R} strictement positif 
et de rang 1. 


Décrire géométriquement lFendomorphisme L : ++ Ex de ©" à Faide de la droite vectorielle 
€ - v et de l’hyperplan H = {x € C':twx = 0}, 


Montrer que H est stable par A et que si x est un vecteur non nul de H tel que Ar = px (up & ©) 
alors|ui <r. 


En déduire que dans une base convenable # de €” l'endomorphisme x + Ax a une matrice A 
de la forme : 
CAE LUE 
Awl, B avec B & .#,_, (C}, et p{B) < r. 
0 


Vérifier que r est racine simple du polynôme caractéristique P, (X) de A. 


FA\k 
Calculer L'= lim (a) et décrire géométriquement l'endomorphisme dont la matrice dans la 


k = + 


base 7 de C'est L'. 


Par ; A \! nos : 
. En déduireque EL = lim (a) et qu'itexiste k, € N* tel que, pour tout & > kK,, on ait A > 0. 


kr + oo 


3. Dans cette question À 2 0 est une matrice carrée positive quelconque. 


il. 


iii. 


1 … 1 
ste > 0 Onpoe 1 | | em et Afej = A +EeJ. 
1 … 1! 


Montrer que la fonction f:e - p{A (e)) est croissante sur ]O, + æ[ et a une limite € > p (A) 
lorsque € tend vers Ô par valeurs supérieures. 


Montrer que f{e) = p(A(e}} est une valeur propre de AE) et qu'il existe un unique vecteur 
propre, noté x (e), associé à cette valeur propre et appartenant à l'ensemble : 


1:20, 5 xæl}?. 


im 


ER 


_En déduire qu'il existe x € K tel que Ax = êx. 


Comparer £ et p (A), 


B. On suppose que n > 2 etque À € #, (R} est positive. 
On appelle sous-espace de coordonnées associé à une partie Ï de N, le sous-espace vectoriel suivant de R*: 

À 
R=ixe | ER": ViJEN,\Lax=0 

X4 


+ 


La matrice A est dite irréductible si les seuls sous-espaces de coordonnées stables par À sont : 
[Om R" et R'= RM. 


Dans le cas contraire A est dite réductible. 
Soit d'autre part (5,7) & N, X N,. 
Pour m € N*,onnote.£ (i,, m) la proposition : 


se) NI": Te fe Re T 


et VkE10,….,m—1}, a # 0 


TE 
et.# (5, j) la proposition : 


3 m € N*,.# (i,j, m}est vraie. 


1.i. Vérifier que À est réductible si et seulement si il existe une partition non triviale (I, J) de N, 
J#G,INJ=0,IU) A) tele qu: 


VGnhelxJ}:a,,=0, 
Montrer que dans cette situation, pout tout couple (i, j} € 1 X J, £ (i, j) n'est pas vraie. 


ü. Soit j € N,. Onpose .#, = {j}U{j EN, S (j',j}est vraie}. 
Montrer que R’; est stable par A. 


ii, Déduire de ce qui précède l'équivalence : 
Airréductible + Pour tout (i,j) € N, X N,,.Z (i,j) est vraie. 


2. On suppose que Z (i, j} est vraie, avec i # j. Montrer qu'il existe m € N,-, tet que # (5,7, m) soit 
vraie. 


3. Pour tout m € N*, on pose A” = [a] 


(rnb éme | 
et les a, 


ij {, - et montrer que pour i # j on à 


il Établir une relation de récurrence éntre a 
l'équivalence : 
LP (i,j, m est vraie + a! > 0. 
ü. En conclure que fes trois assertions suivantes sont équivalentes : 
a. la matrice À est irréductible; 
b. pourtout (1,7) € N, x À, telque i # j, ilexiste m# € N,., telque: a; > 0; 
e. {+ A}! > 0; critère d'irréductibilité. 


On pose à nouveau r = p(A). 


4. i, Déduire de V.A.3äii. que pl, + A) = 1 + r etque p{ff, + A)1} = (1 + rt. 


. On suppose que A est irréductible. Montrer que (t + #"-! est une racine simple de P,, 4-1. 
En déduire que r est une racine simple de P, et que, de plus, r > ü. 


ii, On suppose encore que À est irréductible. Montrer que le sous-espace propre Ker(rl, — A} 
associé à r est une droite vectorielle engendrée par un vecteur v > 0. 


5. On dit que la matrice A > 0 est primitive s’il existe k € N* tel que A* > 0. 


i. Montrer que si A est primitive, alors r est l'unique valeur propre de A de module égal à r et que, de 
plus, A est irréductible. : 


ï. Réciproquement, montrer que si A est irréductible et si r est l’unique valeur propre de A de module 
égal à r, alors A est primitive. 


iü. Montrer que la matrice carrée 


( 1 0 10 
As 0 “rat cl 
110% Û 


est primitive (A, € #, (R), n > 2). 


